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Introduction

Le probléme de I'unicité pour les systemes de lois de conservation apparait dans la
littérature mais les résultats sont partiels. Il faut mettre a part le cas scalaire qui a été
résolu par KRUZKOV [10]. Dans le cas des systémes un certain nombre de résultats sont
connus. Ils traitent soit de systéemes particuliers, soit ils prouvent I'unicité pour une classe
restreinte de solutions. Il faut citer HURD [9], L1u [14], FABRIZIO et SANTI [6], ALINHAC
[1], DAFERMOS et GENG [4], HEIBIG [7], [8]. Le résultat le plus significatif a été démontré
par D1 PERNA [5] pour les systémes de deux lois.

Ici nous nous sommes inspiré de la méthode de OLEINIK [16] reprise par HURD [9]
et récemment par LE FLOCH et XIN [13] (voir également BARDOS [3] et SMOLLER
[18]). La méthode de démonstration consiste & reprendre celle du théoréeme de Holmgren.
La différence de deux solutions vérifie un systéeme d’équations. L’idée est de construire
suffisamment de solutions pour le systéeme adjoint. Ce systéme est a coefficients bornés.
On est donc amené a régulariser les coefficients. Le probleme est de s’assurer que la
famille de solutions a une dérivée par rapport & x (variable d’espace) bornée dans L2.
Cela introduit naturellement une condition sur les solutions. Cette condition n’est pas
une condition d’entropie, mais on démontre que les solutions du probleme de Riemann
pour de petites oscillations, obtenues par la méthode de LAx [11], [12] vérifient cette
condition. De méme les “mauvaises” solutions (i.e. les chocs ne vérifiant pas la condition
de Lax) obtenues par cette méthode ne vérifient jamais cette condition. LE FLOCH et XIN
[13] appliquent une méthode proche de celle utilisée ici, et sur des systémes particuliers,
ils arrivent & montrer que des conditions de type entropie impliquent une condition plus
technique (ressemblant & celle obenue ici) impliquant elle-méme 1'unicité.
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1. Notations et résultats

Soit D un domaine convexe de R™. Nous considérons les solutions du systéme

(1) Oy + Oy f (1) = 0

N

ol
w: [0,T[x]—a,a[ — D

f:D—R"
f est supposée C'*°, a et T sont positifs.

On suppose que sur t = 0
(2) u(0,z) = up(z)

ou ugp(z) € L*®°(] — a, af, D) est une donnée. On note

A(uy,ug) = /0 F' (1= 8)uy + sug)ds

et S, 'ensemble des matrices n X n symétriques.

Définition. On dit que S(ug,uz) : D* — S, est un symétriseur de *A(uy, uz) si

i) S(u1,us2) est une matrice symétrique positive. Plus précisément, il existe ¢ > 0
telle que pour tout uq,us € D

S(Ul,UQ) Z CId

ii) S(u1,us)?A(ur,us) est une matrice symétrique.

iii) Pour tout uy,ug € D, S(u1,u2) = S(ug, up).

Nous avons a traiter des fonctions u définies pour tout ¢ > 0 et nous prolongerons u
a t < 0 en posant pour tout ¢ < 0, u(t,z) = u(—t, x).

Pour £ > 0 nous noterons
. 1
Ue = Qe ¥ U OU goe(x,t)zg—ng(—,—>

avec 0 < ¢ <1, ¢ & support dans [—1,1] et [ ¢(z)dz = 1.



Si u n’est définie que pour ¢ > 0, nous utilisons pour la définition u. le prolongement
de u défini plus haut.

Théoréme 1.  Soit u une solution de (1) et (2), u € L*([0,T[xI,D) (I =] — o, a]).
On suppose qu’il existe S(u1,uz) un symétriseur de *A(u,uz) vérifiant

(3) ilexiste C >0 et B €[0,1] telles que pour tout uj,us € D et tout €,
Ouy S(u1,u2) Optie — Oy, (S(ul, uz)* A(uy, uQ)) Op Ue + (aul S(u1,uz) 0y ue)tA(ul, us)
+A(uq, u2)(Ouy S(u1, uz) Oy ug) + Bt S (uy,ug) > —C1d.

Alors il existe T" > 0 et I' =] — n,n[C I tels que u est l'unique solution dans
L>([0,T'] x I', D) de (1), (2) vérifiant (3).

Avant de faire des commentaires sur le théoreme 1, nous allons donner une proposition
concernant les solutions & petites oscillations. On suppose que ug(x) est donnée par

u_ sizx<0
(4) Up = .
uy six>0

ou u_ et uy sont des constantes de R™. On suppose de plus que |u_ — uy| < dg avec
do assez petit. On peut alors appliquer la méthode de LAX [11] et [12] pour construire
u(t, ). Pour cela on suppose

(5) f'(u_) a m valeurs propres (réelles) distinctes.

(6) Les valeurs propres de f'(u_) sont vraiment non linéaires

(voir § 4. pour une définition précise).

On pose D = B(u_,Cd) ou C est une constante fixée et 6 = |[u_ — u|.

Proposition 2.  Soit u(t,z) la solution du probléme (1), (2), ott uy est donnée par
(4), construite par la méthode de Lax (voir § 4. pour cette construction), alors il existe
S(u1,us) un symétriseur de * A(uy,us) dans D tel que S, A et u vérifient la condition (3)
du théoréme 1. C’est donc la seule solution du probléme (1), (2) vérifiant (3).



Remarques.

(i) La condition (3) porte sur u. (on préfererait avoir une condition sur u).
Néanmoins si (3) est vraie avec 8 = 0 et ue remplacée par u alors (3) est également vraie
avec ue (et B = 0). Le terme avec 8 # 0 est nécessaire quand on a une solution de type
onde de raréfaction. On verra dans la preuve de la proposition 2 que la vérification de
(3) avec u. ne pose pas de gros problémes supplémentaires par rapport a la vérification
de (3) avec u.

(ii) Malgré sa forme, (3) n’est pas une condition d’entropie. En effet (3) n’est pas
invariante par changement de S. D’autre part, on verra dans la preuve de la proposition 2
qu’il faut choisir S en fonction de u. En particulier, rien n’exclut qu’il existe deux solutions
de (1) avec les mémes donnéeset que pour chacune des deux solutions, il ex iste un
symétriseur vérifiant (3). Une telle pathologie n’existe pas pour les chocs ne vérifiant pas
les conditions de Lax. Précisément pour ces chocs, il n’existe pas de symétriseur & A
vérifiant (3).

(iii) La condition (3) fait intervenir D le domaine des valeurs prises par la
solution. Bien siir, plus D est grand et plus (3) est restrictive. Il se peut que pour D
assez grand (3) ne soit jamais vérifiée. C’est probablement ce qui se passe pour le contre-
exemple de SEVER [17]. En effet, les solutions de Sever ne sont pas explicites mais tout
laisse supposer qu’elles sont a valeurs dans un domaine assez grand.

(iv) La condition (3) est assez souple pour absorber les perturbations. Les chocs
simples construits par MAJDA [15] (dans le cas 1-D), ou les ondes de raréfactions
construites par ALINHAC [2]| (cas 1-D) vérifient la condition (3) avec le symétriseur
construit pour les états constants dont I'existence est assurée par la proposition 2.

(v) La technique utilisée ici est proche de celle de LE FLOCH et X1In [13]. Ils
étudient aussi (pour une des deux méthodes qu’ils développent) le probleme adjoint. La
différence essentielle est qu’ils ont privilégié la recherche de conditions d’entropie. Pour
cela ils imposent des conditions tres rigides sur les équations étudiées. Ils traitent ainsi
les équations scalaires et le p—systeme.



2. Régularité des solutions d’un probleme a coefficients
dépendant d’un parametre

Pour étudier 'unicité, nous serons amenés a étudier I’existence d’une solution pour
un probléeme adjoint. Nous donnons ici le résultat qui nous sera utile plus loin méme si
la pertinence de cette étude ne sera justifiée qu’au paragraphe 3.

Soit S.(t,z) et Be(t,r) des matrices symétriques et régulicres (c’est-a-dire C°°(R?))
pour tout € > 0.

On suppose qu’il existe C' > 0 et § > 0 telles que pour tout € > 0

(7) | Aellzo +[|Se]|lz < C
Se>01.

On note ¢, la solution du probleme

Se 0t pe + B 0y pe = 0
(8) { : Pe + é

¢6|t=T =@

ou ¢ € C§°([—,7]) pour v > 0. (¢ ne dépend pas de ¢.)

Lemme 3. On suppose qu’il existe C1 > 0 et 8 > 0 telles que pour tout € > 0

B

9) 0:8e — 0 Be - 0,8 -S-- B + (0, 8. - S-'- B.) + — 8.2 —Ch1

alors il existe Cy (indépendant de ¢) telle que

C
e (t,)||mr < tﬁ—/22 pour 0 <t <T.

PREUVE. Pour simplifier les notations on omettra les €. Le systéeme étant hyperbolique,
¢ est a support compact en z avec un support inclus dans un compact indépendant de €.
11 suffit donc de contrdler la norme L? de 8, ¢ pour obtenir le lemme 3. On note ¥ = 0,9,
1 vérifie ’équation

S -0+ B-0yth+05S -0 +0,B-1p=0
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or 0y = —S~ 1 B4, 1 est donc la solution du systeme
S-04p+B-0y9+ (0, B—0,8-S1-B)-9=0
Ylt=r = Oz p-

Posons

a(t) = / Pt (t,z) - S(t,x) - (b, z) de

= (t"S-1,)
et K =0,B— 8,5 5! B.
Calculons
Org(t) = (BtP~1 S9p, ) + (17 0:S o, )
+ 2Re(tP S 0,1, )
= (Bt S, ) + (P 0. S, )
—2Re(tP (B0, + K1), )
or
2Re (t° BOytp, ¢)) = (=7 8, B, ),
d’olt

Big = (1" Q. )
avec Q = %S—l—@tS—i-@mB—K—tK.

L’hypothése (9) est que @ > —CyI ce qui est équivalent & Q@ > —CS avec C
indépendant de €. On obtient donc I'inégalité

0ig > —Cg pour t>0.
Le lemme de Gronwall implique que
g(t) < g(T)e= 41,

ce qui implique le lemme 3.

3. Preuve du théoreme 1
On suppose qu'il existe deux solutions au probleme (1), (2) vérifiant la condition (3).
Notons w = u — v, w vérifie ’équation

(10) { Oyw + Ox[A(u,v)w] =0

w|t:0 = 0



Pour ¢ € C'*° a support compact en x, on a

0= /O ' / [8tw + B[ A(u, v) - w]] é(t, z) drdt

0= / w(r, ) b(r, z) dz — /O ’ / 0[O0 + A, 0) (1, )] dar

La méthode de Holmgren consiste usuellement a résoudre 1’équation
s + tA(u,v) 0,00 = 0 avec ¢ donnée sur ¢t = 7. Ici u et v étant L, la résolution de

cette équation n’est pas standard. En régularisant u et v, on peut résoudre le probleme

tA —
(12) { 815 ¢s + (’U,E, ’1)5)8.’13‘(155 0

¢€|t=T = 90(37)

ou ¢ € C§(] —n,n[) (n et 7 sont choisis de sorte que le support de ¢ reste dans
[0, T]x] — a, ] pour tout € > 0, cela est possible si 7 et 7 sont petits car u et v € L*).

En remplacant dans (11) ¢ par ¢. et 9; de par —* A(ue, ve) Oz de, on obtient

(13) /w(T,a:)w(as)dJ::/OT/w[tA(u,U)—tA(us,Ue) 0, e dasdt.

Si le membre de droite de (13) converge vers 0 quand & tend vers 0, on aura que
Jw(t, z) p(z)dz = 0 pour tout ¢ € C§°(] —n, n[) donc que w(r,z) = 0.

Démontrons tout d’abord que 9, ¢, est borné dans L2. Pour cela appliquons le lemme 3
avec Be = S(ue,ve )t A(ue,ve) et Se = S(ue,ve). Pe vérifie

S€8t¢e +Beaa:¢e = 0.

11 suffit que la condition (9) soit vérifiée.

Notons D(ue,ve), soit S(ue, ve), soit S(ue, ve) A(ue, ve); notons y, soit ¢, soit = on a
Oy (D (te,ve)) = (Ouy D) (te, ve) Oy tie + (Oyy D) (e, ve) Oy ve .
Or D(u,v) = D(v,u) par construction donc (0, D)(u,v) = (0y,D)(v,u), on obtient

(14) Oy (D (ue; ve)) = (Ouy D) (te; ve) Oy tie + (Ou, D) (ve, te) Oy ve -

On remplace, dans ’hypothese (3), u; et ug respectivement par u. et ve. De méme,
on remplace dans (3), u1, us et u. respectivement par ve, ue et v.. On ajoute les deux



inégalités ainsi obtenues, et on obtient alors I'inégalité (9) ou 3 est remplacé par 23. Du

lemme 3, on obtient

C
[pe(t, )| < B pour 0 <t <T.

Outre cela, on va utiliser pour majorer le c6té droit de (13), que u est borné et que
|A(u1,v1) — A(ugz, v2)| < C(lur — ug| + [v1 — v2).

On a donc

1) | [wra)pwa <

T 1/2 1/2
SC/ / - s2+ - 52d /8:1: sd dt
() u—welP o= veP)ds) ([ 1026l da)
1 1/2
C’/O t—ﬂ(/|u—u€|2+|v—v€|2d:c> dt.

Comme 8 < 1, il existe p > 1 tel que Bp < 1. On note g le réel tel que % -+ % =1, on

IA

obtient de (15) en majorant la norme L? par la norme L? et en appliquant I'inégalité de
Holder

1 1/p T 1/q
‘/w(ﬂx)s@(:v)d:v‘ SC(/O tﬂ—Pdt> (/0 \u—u5|q+\v—ve\qda:dt)

Or ue — u et ve — v dans L2 (car u et v sont bornées et a support compact) donc cela
implique que

/’UJ(T, z)(z)dr =0.

Cela implique classiquement que w = 0 donc u = v.

4. Preuve de la proposition 2

Pour tester la condition (3) du théoréme 1, nous avons besoin de connaitre précisément
la solution. Nous allons rappeler ici la construction de Lax, ce qui permettra de fixer
les notations. L’hypothése (5) est f'(u_) a n valeurs propres distinctes, nécessairement
réelles car f’(u_) est symétrisable. Donc pour u, us proches de u_, A(uy, us) & n valeurs
propres réelles distinctes. On note Aj(u1,u2) la j — éme valeur propre de A(u1,us2), et
ri(ui,u2) et £;(u1,u2) respectivement le vecteur propre a droite et & gauche associé,
c’est-a-dire

A’l“j = )\j T4

et tﬁjA = )\j tfj.
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Aj(u) - 75 (u) # 0 si f(u)7;(u) = Aj7;(u), u proche de u_.

L’hypothese (6) signifie que .
= Aj(u,u) et 7j(u) = r;j(u,u). Usuellement on normalise

Ou
Ici on a clairement que A;(u)
par 9, Aj(u) - 7 (u) = 1.

Ici, on normalise r; de sorte que,
(vu1 + VU2))‘j(u17 U'Q) : Tj(uh U’Q) =1
ce qui est cohérent avec la normalisation usuelle, et on normalise £; de sorte que,

t —
fj ry = (Sj,, .

On a donc
n
A= Z )\j Tjtéj
i=1

(pour plus de clarté on ne note pas les variables u1, us quand elles ne sont pas nécessaires).

Les symétriseurs de * A sont de la forme

n
_ Vit
S—E evritr;
=1

oll y; est une application symétrique de (u1,uz).

Les solutions de Lax sont soit des chocs, soit des ondes de détente. Nous allonsdécrire
la solution dans chacun de ces cas.

Description d’un x-choc

On cherche u, la solution sous la forme particuliére suivante. On se donne u_ € R"
qui est égal a ug pour z < 0, et on cherche u; € R" (uy = up pour > 0) et s € R tels

u_ pour x < st
u(t,z) =

que

%y pour x > st.

Alors u_, uy et s sont reliés par la condition de saut (déduite de 1’équation (1))

(16) flug) = flu-) = s(uy —u_).
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Cette équation admet une famille de solutions dépendant d’un parametre § € R (4 proche
de 0) et on peut normaliser § de sorte que

uy (6) = u_ +drg + 0(6%)

7
(17) 5(8) = M (u_,u_) + g +0(6%).

La condition de Lax est Ag(u4+,us) < Ag(u—_,u_). Comme

Me(up,uy) = Ag(u_,u) +6(Vor + Voo) A (u_,u_) - ri(u_,u_) + O(6%)

(17)’ M (s g) = A (u—y u—) + 6 + 0(6%),

la condition de Lax est équivalente & 6 < 0 (pour J petit).
Appelons ¥ = {z = st}, on a

(95, ) = [ o(st,t)dt pour ¢ € CF°).
Le développement de (17) donne

ul, = 8(ry, + O(6)) b5

(18)
’U,é = —(5()\k e + 0(5))52

Description d’une t—onde de détente

On cherche une solution de (1) sous la forme u = h(%) avec h(a) = u_ pour
a < Ag(u—,u_), alors h doit vérifier ’équation différentielle

h(@) = ri(h(a), h(a))

h(Ak(u_,u_)) =u_.

On vérifie (en dérivant par rapport a ) que h et Ag sont reliées par

Ae(h(a), h(a)) = a.
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La solution u de (1) est donnée par

U_ si % < Ap(u—,u_)
u(t,z) = h(%) si Ag(u—,u_) < % <o
h(al) si oo < %

Ici uy = h(ay). Posons
0 = Ae(h(a1), h(a1)) — Me(u—,u_) = a1 — ay,
en notant ag = Ag(u—,u_). On obtient que
uy(0) = h(ar) = h(ap) + (1 — ap) b (ap) + O(6?)
=u_ +6rg(u_,u_) + 0(6?).

Comme par définition
Al (Uisug) = A (u—,u) + 4,
on obtient des formules analogues aux formules (17) et (17)’.

Le calcul des dérivées de u montre que

O T <ap
ul, = ;rk(h(%>,h(%)) a < § <o
O ap < 7
(19)
0O T <ap
uy =< —% rk(h(%),h(%)) a < § <o
O ap < 3

Recherche d’un symétriseur adapté a un x—choc ou une k—onde
de détente

Le probléme est de trouver un symétriseur tel que u vérifie la condition (3) quand u
est soit un k—choc soit une k—onde de détente. On a

n
_ Vi bon.
S—E evr;'r;
=1
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donc
n n
0uS = €% By (13)75"15 + €% [Bus (1) ' + 7304, (')
j=1 Jj=1
StA = Ze” )\j’l‘jtTj
j=1
et

Ze”ﬂ Ouy (75) Aj 75 Tj—i—Ze J[ uy (M) 7505+ (Ou, (1) P47 Oy (trj))].
Un calcul élémentaire montre que
(20) A0y, S+ Op i) = (u, (75) Onic) €7 Ajrj'r;
1=1

+ D €A1 (O, (1)) Dotie) + D D €7 Ay Ly (Buy (1) Duie) b
j=1

j=1lv=1

Dans le calcul qui va suivre on fait en sorte que 0, 7y; soit tres grand par rapport a v;.
On traite donc dans un premier temps les termes dépendant de 0, 7v; dans la condition
(3), les autres termes sont appelés “Restes”. La condition (3) donne

n
(21) Z (8"1 Vi Otthe + Aj Ouy 75 Op Ue) e%ir;'r; + Reste > —CI.
j=1

Pour un k—choc on va calculer (21) en remplacant u. par u et on verra plus loin que le
passage de la condition avec u a la condition avec u. est aisé.

En reprenant les formules (18) on a
(22) 8u1 Y4 osu + )\j 8ul Yj Ozu = (5()\3 — )\k) 8ul Y4 T‘k[l + O((S)] Ox.

Pour une k—onde de détente on va aussi calculer (21) pour u. Le passage de u & u. est
un peu plus subtil et sera expliqué plus loin.

On reprend les formules (19) et on obtient

(23) Ouy Vj Ot + Aj Ouy 7 Op e = %()\j - %) O W‘k(h(f)’ h(f))
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ceci pour § € [ag, ;] sinon dyu = Ozu = 0. On rappelle que ap = Ag(u_,u_) et

a1 = Ag(u—,u_) + O(J). Donc si j # k dans les formules (22) et (23) les quantités qui
apparaissent sont non nulles.

Posons
v = W) (un g — 20 ) (u us) — Ax(us,us))
ou p est une grande constante et

1 si wu est une k& — onde
ap =

1 si wu est un k — choc,

il est clair que les quantités (22) et (23) sont égales a p fois une quantité positive. D’autre
part, il est évident que si u est une superposition de chocs et d’ondes, on peut prendre

n
v = Z/ﬁtfk(ul +ug — 2u_)(Aj — Ap) o

k=1
avec
1 sile k — éme motif est une onde
k= { —1 sile k — éme motif est un choc.
Clairement le raisonnement ci-dessus ne donne rien pour j = k. Grace a la grande

constante p il suffit de calculer le reste sur le vecteur ¢;. Plus précisément, on calcule
¢ - reste - £. Tout calcul fait on obtient

g

ek [Ztﬂk(&“ Tk) + (Opt + A Optt) — Oy A - Ogut + ik

Pour un k—choc Oy + Ag(u1,u2)9zu est un O(62)dx. Pour une k—onde de détente

Opu+ Mg (u1, u2) Ozu est un %0(6). Dans les deux cas —0y, Ak Ozu est le terme dominant.

Pour un k—choc
—Ou; (M) Ot = —0(Oyy Ak -7k + O(9))dx >0 (car § <0).

Donc la condition (3) est vérifiée pour § suffisamment petit.

Pour une k—onde de raréfaction

1
(24) =0y, (Ak) Ozu = —;81,1 Ak Tk pour % €lag, aq].
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Ici le fait de tester la condition sur u. a la place de u est importante. Le probléme est que
@e * 7 Nest pas défini. On remarque que —y, (M) zu n’est de l'ordre de 1 seulement

pour ¢ €lag, a1[. On exploite cela grace au lemme suivant.

Lemme 4.  Soit v(t) € L*°(R) vérifiant

()] < A
B
0po(t)] < il

ou A et B sont des constantes, alors

CA+B .
o] < == on o= [ 1!

(ve = @e xv avec [ @ =1, ¢ >0, suppyp C [-1,1]).

PREUVE. D’une part 0;v. = %(8“0)6 * v d’ou

|8t’l)€| S — .
g

D’autre part, si [t| > €

Ot Ve = e * 0z v,
ce qui conduit a la majoration

B

\3,5 ’U5| S ; .

En optimisant les deux majorations on obtient le résultat.
Appliquons le lemme 4 & 9y, [Ag (w1, u2)](u(t) —u_) = v(t). On a |v(t)| < csted et de

(24) Opv(t) = —%31“ (k) 7k

Or d’apres la normalisation, (0, + 0y, )(Ak) - 7k = 1, de plus, Ag(u1,us) = Ag(u2, u1)
doncen (u_,u_) ona Oy, Ag(u_,u_) = Oy, A(u_,u_) donc 9y, \g(u_,u_)rp(u_,u_) =
1

5 comme v varie dans un voisinage de rayon constante - §, on a que

@uﬂ:%(—%+ow».

Le lemme 4 implique que

|0¢ve| < % (% + 0(5))-
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Ce terme est compensé par

B

; (1+0(9))

gték Sty =

en prenant par exemple 3 = % et § assez petit.

Donc la condition (3) est vérifiée pour une k—onde de détente.
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